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熱伝導変分原理の一考察
古 谷 嘉 志
� 1. はしがき
長きLの棒の一端x=Oの温度をθ1に上昇したとき温度変化のおよぶ層の厚きq( t)を浸透深さ
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を定義する2)，5) 8。は変分によって変化しない部分とする.
熱伝導方程式
c �� = ! 0 ��)， . (1. 2 ) 
q < x < L てや θ 0， 
と境界条件
x=o で 8 = 8)， xエq で θ =0 ， 
(Yu， Biotの論文のように x = q でe = 0 ò8/ゐ=0 としない)
より(ò8/òx)q
+oニOであることに注意すると， 変分原理 òV= 0， すなわち






� 3. 解 法
(2. 3 )を解くため
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(3 .2) -(3 . 4)より
c yMdz=州 (会 一24-245 (-1)nd+務机 字 (-1)冊+
n
X ( (m l n)2+戸可2)+ � a;(伽)2去位十歳) } 






1一 概+ Cq { 81 � (一1)m+l 
. (3. 5 ) 
J=す�q， ( ::rゐ
+ 計 仇 )
とおいて(3 . 1 )を 代入:
J A / Oi d } = '2 \ -q" +五号n2
a� ) …・・…H・H・-…H・H・-…………………… ( 3 . 6 ) 
以後 V = V(al， a2，…αn; q )の形にして変分原理(2. 3 ) が満たされるようにリッツの方法と 逐次
近似法を用い て aJ ， a2， ... an ; qをきめる。 変分原理は計算し やすいように変形した 形(2. 4 ) を用いる。
(3 .  6 )より
。'J _ ÌI. f 8� 7'f' '" _.?-? ì 一一一一{ーすー ロ �n2� � …....・H・-……H・H・-……H・H・-…....・H・...・H・.. (3. 7 )  
θq 2c l q2 2q2 �，. ""n J 
以後計算を 簡略にするため {h， λ， C，を1にとる
(3 . 5 )と (3. 7 ) の内の係 数より
q [占-72 (-l九 会+務仏子 (-1パd r d五戸)




θニ仇( 1 ;)， 
a1 = 
� =・・・・…・・・・・・・・・・・・ ・ ・・・・ = 0 
を用いると (3. 8 ) より
3 
qq =2 
d Iよ口2 \一三dt \ 2 ヨ/ 2 




。=θ1 ( 1 一三}+a.C052
. \ q / q 
とする. (3. 6 ) より
3げ rc2
百五- 2q a， ・ … …・ ・ (3.9 ) 
(3. 9 ) と (3.5 ) のòa1 の係 数より
7 (上+ i GI ) = - 4π 4 .， / 2 q 
qq (士 十 七1 ) =一千1
第l次近似解( 1 )を 代入する.
であるから
3 
qq = 2 
3，1 1 lf : ( 一 + � a1 ) = --::;- a， 2 π 4 .." 2 ..，
。
1 ニ
ー0.0899 …・・…・…・…・……・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ (A) 
( A) を (3. 8 ) のn = 1迄 とった 式に 代入すると q(t) の第2次近似解 が求まる:
Q(0.3吋+ 0.1 吋+0 叩十)一0.51吋 =0 
0.4631 qq = 0.5199 
















a2 = 0 2 π 2 ' � 3 ' 4 - ) q 
これに(A)， ( II )を代入:
1.1227 (0.9700 + 0.25 a2) = 3.1425az 
α2 = 0.3805 ・H・H・. ...…・ ・……………. ，. ・H ・H・H・. ，………………-…………・ ( B ) 
次に(3. 8 )の πニ2 迄とった式
i [汁- 2 +{ 一 寸 +α2ま.} + 2α1バ手 (一1) (士 +
、，Et〉1・aJ、、‘EEE，，，一
市'l4
+計 αit (t 十 三七) +a�'4J (士 十 式子)} ] 
=+{ι+ n7r
2
























q = j正否両7 ・ -……・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・( III ) 
これが第3次近似解である.
同様に(3. 6 )より
。IJ 971? . (3.11) 3α2 2q 
(3. 5 )の品3の係数と(3.11)より
i [会 - { αlt(一1) (士 +す) +寸(士 + 1 ) +ト}] +EEi G12 2q �" 
) つ“守EよηJ ( 
qq = 1.6875 …・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・(3.13) 
(3.13)と(A)，(B)を(3.12)に代入:
1.6875 (-0.3890 - 0.25 a3) = - 44.4132a3 
α3 = 0 . 0149 ・H ・H・H・H・..……... ・H・ " …………...・H・..…………... ・H・..(C) 
次に(3. 8 )のη=3迄とった式に第3次近似解( III )と(A)， (B)， (C)を代入:
1 ， _ ____ ， 1 7d[0.3333- 1.2732{0.0899+一(0.3805 )一一(0.0149)} + 2{( -2.2222) (一0.0899)2 ' � . ���� ， 3 
X ( 0.3805 ) + 0.9375 (一0.0899)( 0.0149) - 6.4200 ( 0.3805) ( 0.0149) } 
+ 4.9348{ 0.3840 X 0.08992 + 1.3840 X 0.38052 + 3.0507 X 0.01492}] 
= 走[1 +4.9348{ 0.08992 + 4 X 0.38052 + 9 X 0問2}] 
1.07761=1.9538L q q" 
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a 4 = q8a4 
(3.14) と(3. 5 )の品4の係数より





これに第4次近似解(N)， 係 数 (A)， (B)， (C)を代入: q q = 1. 8131 であるから
l. 8131 [ - 0.0796一{0.2667 (一0.0899)一0.6667 x 0.3805 + 1.7143 x 0.0149 } 
+ 0.25 α4] =一78.9568 a4 
α4 = 0.0076 
3. (3. 8 )の π= 4 迄とった式に係数(A)， (B)， (C)， (D)を代入する:
1 1 1 710 3333 l m(一αl十-=-a2 一一α3+ � a4) + 2 { - 2.2222 aj α2 + 0.9川向2 - 3 - 4 
- 0.6044 ajω+ 2.2222 a2a4- 12.2山3a4}+士{ 3.78州+13.6叫
+ 30.1088a� + 53.1379 αn] =会{ 1 + 4回48 ( a�十吋+9a� +同) } 
より
l. 0792 qq = l. 9561 
qq = 1.8125 




第1次近似解; q =13t 
第2次近似解; q =/五五百7













q O� 1 0.2 0.3 
/3t 0.5477 0.7746 0.9487 
/2.2453 t 0.4738 0.6701 0.8207 
/3.3750 t 0.5809 0.8216 1.0062 
/3.6262 t 0.6022 0.8516 1.0430 
J3.6251 t 0.6021 0.8515 1.0428 
0.4 0.5 0.6 
1.0954 1. 2247 1. 3416 
0.9477 1.0596 1.1607 
1.1619 1.2990 1.4230 
1.2044 1.3465 1.4750 
1.2042 1.3463 1.4748 
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FURUYA : Application of Yu's Variational Mathod 
One Study on the Variational Principle of Heat Conduction 
Yoshiyuki FURUY A 
A spacial variation which is independent of time is introduc巴d. B y  imposing the spacial variation on 
the system of heat conduction， one side raised to a constant temperature and has a penetration depth 
q， a variational principle is obtained. The formulation is based on the structure of heat conduction 
equation and the boundary condition. This variational equation together with the swe巴p method and 
R itz's method provide a approximate solution of q(t). 
〔英文和訳〕
熱伝導変分原理の一考察
古 谷 嘉 志
時間に無関係の空間変分が導入きれている 一方が一定温度に保たれ 浸透深< qをもっ熱伝導の問題
にこの変分を適用し， 変分原理を得ている。 数式化は熱伝導方程式と境界条件に基礎をおいている。
この変分方程式にはき出し法及びリッツの方法をもちいて q( t)の近似解を導く。
一端の温度を一定温度に上昇したとき 浸透深さをもっ熱伝導の変分原理を導き ， はき 出し法とリッ
ツの解法をもちいて 浸透深さの近似解を求めた。
( 1982年10月20日受理)
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